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1. EinleRung

i Hirdlick aud g hewte breste Ensatrmbglichkeit numanacher Rechemnverfahran bal dar Darstelluryg und
Berechnung akustischer Protiame |ohint es sich, bereits bekannte, mahematiscne Methoden fir den "prak-
tischen Einsatz’ new zu beleuchten. Der Einsalz modemer Dalenverarbenung hat im Zusammeanhang mit
Larmprognosen dazu gefuhet, das die einschiagige Soitware die Vorschtten standardisierter Berachaiungs-
verdahran - beispialsweise zur Wirkeng von Vietfachrefleeconen und -beugungen - mi giner sehr toben,
mathematischen Genauigren Goersetzl,

I dar Moomen und Richtieen wird dagegen e Richiwirkung von Sehaliguefien - wegen der haufig
komplexan, zur Zeit der Konzeptionierung der Yerfahren kaum glandardisierharen, analytischen Basshraibung
van Richtcharakteristiken - gar nicht oder nur Zwekrangig, Le. pauschal bzw. emplzit, pericksichtigl. Dies giit
fir Verhahes-, Flisg- . SchieBlirm usw, lediglich bei der Bestimmung der Schallessiung wird dia gedchiee,
riumiliche Abstrahburkg betrachtet, Fr die Schallausbraiturg im Frelen ist die gerichteta, raumBiche Abstrah-
wng aber insbesonders fi die Berlcksichtigung von witterungseinflissen  van Bedeutung: Schrag nach
oben abgehende Schallantaile bestimmen beispigiswelse bel positiven Windgradienten wegen. der zur
Erdoberfiiche gerichtelen Beugung die Beitrlge i groBaren Entlarnungen.

Diese im Grundsatz ungleichgawichiige Beschreibung von Efekten vergleichbaran Einflussas golte im Lichta
modamer Dalenverarbaitung Gberwundan werden. Im folgenden wird deshalt gina mathamatische Beschoel-
bung der garichisten Abstrahlung eings Punktschallqualle vorgestall e urdier Benutzung numerischer
Becharvedfatiren such o die Praxis Einzug findan kanm.

2. Zur Beschrelbung des Schalifeldes einer Punktachaliquells

Das Schalllald im Aulpunkt £ siner Punkischallqualle am On [ ISE sich durch aine afigameine. Funkticn
248y, L L) beschreiben. Darin ist 0y dis Quellstirke, [ der Orisvekion Zum Autpurtit und £y der Cnsvekton zum
O dar Guella, O selbst steht hier fr ene Feld- oder Energlegrabe des Schalifeldes. Unter der Vioraussetiung
lirarar Akust 180t gich mit einem Separationsansatz 1o Q dis Abhiingigken des Schalifeldes vom Apstard
d rwischien Quede und Aulpunkt vom Eintlub der Richtung - beschrieben durch den azimuthalen Winkel ¢ und
dem polaren Winkel 8 zwischen Queks und Autpunkt trenner.

: Q{Qa. £, £y) = A(Qp. d) + Rip, 5)
A ist die Ausbrefungscharakterstik der Quelle und R die Alchtcharakteristik der Qualle. FOr A[Qq. d) snd n
dan weitaus mesten Fallen geschiossens Auscricke bekanns, die das Schailield in Abhdrgigked vom Abstand

beschrelban kdnnen. Giese Ausdricke warden wiederum fdbar Separationsansitze gelunden, daren Teilfurik-
fsomen einzeln sine physkalische Bedeutung belzumessan i

Fir &lne Puniischialioueiie in Luft kann 2.B. hauly angesstzt Wwerden:

1 a1

A = ' ' ' e

Qo) = Qg - g "

Darin baschreibt Qg die Quelistirke, “4” die geometrischi Dampiung, o~ g Absorption in Lutt und 4" einen

susszlichen Damplungsterm. Die ersten drei Terme folgen aus aligemelnen theoretischen Modellen, der letzte

Tarm ist eher ein pragmatischer Ansatz zur Angassung der Funktion A an besonders Gagabannaten. Mil

diaser Darsteliung for A 16t sioh sntweder Ded bakannien i, & und ¢ das Schalfieid in einem Abstand d von

der Schaliquelle berechnen oder beim ViarMlagen von MeBwerten fir das Schallfeld der Farametar Qp und die
Kpeffizientan a und e durch Regression aul den Ansatz A Bastenmen.

Eir die Bichicharaktesistik Ry, 5) wird analog zu A{Qp. d) eine neschiossens Darstelung bendtigl, mit der sich
ertweder bai bekannten Koeffiz.enten das Schallfeld i einer Richiung fy, & berechinen 14t oder belm
Vorllegan von MefSwerten in verschiedenen Richiungen um dis Schaliquelle dis Koefizienten durch eine
Regression aut die Funktion R bastimmen lassern,

Wil man der Forderung nachkommen, jede mogliche Elchtcharaktaristik mit HEfe eines allgemeingditigen
Ansatzes 10r A geschiossen darstellen zu konnen, bigtet sich an, die Funktion Ade, #) In ainem vollstandigen
orthoganalan Funktionensystem darzustelien. Das sachgarachte Funkiionensystem for Richicharakternstiken
igt das System der Kreistunktionen bzw. das System der KigelRachan)tunkticnen.



-3. Enml:ldunp_nlm Fﬂlﬂuntﬂunnn
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D Richacharakteristik in i, ist eine geschicssens Kurve, digin PHMMWMMWN Winked
"y angegeben ist, DmEigari‘Lrlli;uulwn‘rT des Kraisfunklionen-Systems HMIHEINLIE—W—D}WEEEIME-
Funitionen (m=1] da#gmmamgamﬂm mmmﬁ

¥y = Ay sin kp wnd Y} = Al cos kyp

5 ZuMEﬁgmmrﬁngﬂ'ﬁrm h'hﬂl'l'l:lammhf ﬁeﬂhMMdﬁEMkmﬂh

COSINUS- und SINUS-Funikiion ma gleichem k werden als Funktiongn der k-ten Crdnung zusammengefal.

. Die Elgenfunkticn Yy, nennt man die Eigenfunktion der -ten ﬂn:lmngdarlﬁ-mhuqnm

- ¥ und von m als index tr den Typ der Funkiion. B

- funktionen, bel denen m nich: mehr beschranktist, sof .«
- mengicnalen Spekirums Sik, m} eingefdhn warden,

" Der Parameter n kann ais Index for dhe Eigenfurktianan

- les Spektrum Oberfine.. - Rk

¥ = AL sin kg + Al cos kp
Jede Richicharakteristik Rfp) kann als eine durch dis Koeffizienten gewichizste Summe der Eigendunkticnen
ailer Ordnungan dargestelt werden. Alle Eigenschatien der Richtcharaktaristik H:,p]wumlnthhrIm
A{ abgabildet. Die Gesamtheit dieser KooHiziantenwird |,
hier als Spekirum Sip) definien. Die Darstelung ven | |

Alp) durch das Spekirum Sip} ist eineindeutig. Das |
Spestrum ist diskret, d_h. es h@ngt ab won der Ordnung

-SI:ﬂi, I.'} - A:I 0k

Im Falle des Systems der Kreisfunklionen gill
OD=k=wo undd=m =<1, Esliegen aiso dig beiden
Teligpektren S(k, O} und S{k, 1) vor, In Vorbareitung aul
e Behandiung Der Entwickiung nach Kugelfiachen- e |

o
nre

beraits hier eine allgemeinere Darstellung eines zweidi-  , .

Dazy wird das zweldimensiongle Spekirum Sik, m)
durch ging Paraswato rdarstelleng inein eindmensiong:

S(ny=Skmy Mt n=2k+m 1 T o D OR A 07 b Bl DLOEDE t 17 14

des Systams interpretien werden. Abb. 1 zeig als Bai 00 1 m:mmilmu]ﬂﬂt
iﬂﬁﬁﬂlﬁklmﬂﬂh&ﬂﬂumhﬂzudmm Entwickiurg nach Kresstun
funktionen 5.0rdnung. tianen bis zur 5.0rdnung

4. Entwicklung nach Kugelfi#chenfunktionen

Dig Entwicklung nach Kuge#flachenfuniktionen (KFF) eignet sich zur Darstefiung von Richicharakieristiken im
dreidimensicnaian Raum {Ry). Die Richicharasieristl in i, ist eine geschiossens Flache, die in der Parame-

o terdarstaiiung vom azimuthalen Winkel ¢ und vom polaren Winkel & angegeben ist. Die Eigenfunktionan ¥{
- des KFF-Systems sind e mit SINUS- bzw, COSINUS-Funktionen das Winkels ¢ gewichiaten zugeardnetan

LEGENDRE-Polyriame P (sihe /1)) des Arguments cos 8. Zu den Elign'rl'umﬁumn gehdren Koefizientan
AT, ﬂ&dhﬁmﬂﬁﬂmmrEiganmf“m

P (cosBycosmy  form w012 .k
o9 = AL {Pl"*‘{mﬁmmmp firm = =1, -2, .~k

Dt-.ll.n::hldwu'mlmrdmngm m ke Ordnung khﬁﬁFﬁﬂﬂkﬂlﬂﬂmwﬂmmdﬂmnﬁ

_ zweidimensionale Parameterraum wird nitHIadHPmdummrgn-fi-k mindm efndimen-

sianalen Jndes n der Elgenfunkticnen Uberdhn, Zur Veranschaulichung zaigt Abb. 2 die Fichen der ersten 9
Eigenfunktianen. In dieser potaren Darstaliung malcn{ﬂu}m‘ﬂmﬂmﬂhdﬂnilmﬁmﬂﬁmﬁmm
cadiersn. Deshalb wird das Vorzeschan Inden elinzelnén Berelchen durch ain ™ 4" bzw. -7 notiert. Die folgends -
Tabelle anthal die an:alyrnsdmn Ausdricke dlash Funktioren (ohne inre Gmmwwmmm
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5.2 Wahl der Slitcstelienlage

Es lliegt nahe, im Hinblick auf eine optimale Ablastung die Stiizstellen 50 zu wahlen, dad sie gleicha
Winkelbargiche reprasentaren, tm Hy ist der Vollkrets, im Rz der Raommwinksl o n glelche Kreis- bew
Kugeloberlachanslements zu unterieilen und durch Stltzstelken zu reprisentisran. Ohne Einschrankung der
Algemelnhelt 1481 sich der Punkl 8y = pg = 0 slefs mit elnschlisBan, dis Verteilung ist nich eindeutly, gie |a8t
sich um die Achse 8 = 0, ¢ = 0 um belisbige Winke! drahen.

5.3 Ableftung elner Mefvorachrift

Aus dar Wahl der Anzahl der Stizstallens und der ‘Wahl der Veérteilung ergibt sich fir draidimangionala
Richtcharakteristiken aine allgemelne Melvorschriil: Es solite stets mit giner Anzahlvon Stiizstallen gearbetet
werdem, dis gine Cuadratzahl ist. Dia Stz stellen solan (missan abar nicht) glaichmalig aul dar Kugellsohe
vartellt werden, In der Regel kénnen Symmetriseigenschaften der Quelle ausgenutst werden, urn die effektiv
bai dar Entwicklung zur Vedlgung stehende Argahl der Stotzstellen zu vergrobernn,

6, Bemerkungen zu den Vorallen dieser Darstallung von Richicharakterietiken
Wegan der Orinoganalitat der Kugedlacharfunktionan giit 10r das integral Ober die gesamte Kugelobarflachs
{2 v/oo =0 foir aife iund j < = O
Fitrphaharfdana

i | o q - q 4 g & 7o g Ca 'I"'|:I|:l @ira Fonstante ist und dar
- o4 | = | i Ausdruck- - [¥/ a0 dia
gy BOL - 21 21 14 14 o -48).  -48 | -48 E:afmbm!ﬁcﬁ
wl®] (¥ o 235 150 T3 202 112 9 225 | Schallelstung der Ordiung i, Un-
=1 am| i terordnung | reprasantiant, var-
1 = = 45 601 525
L Sl el e schwindet der Bedrag aller hohe:

Tab. 1 Definition der zur Richicharaktedisti in -Abb. 3 vergegebanen  ren Srdnungen zur Leistung; Ag st
Eingabedaton also ein Mab fir die Lelstung. Die
: Entwicklung nach Kugedlachon-
n o 1 2. 3 4 3 6 | 7 B funktionan ist also gine Msthods,
: cie sofor die’ Quelleistung be-
| o 1 2 i
. ; B - Slmmt.

m | O -1 a i1 2 | A4 2 | Die spektrale Darstellung einer

f T E—

An [7641 | -2.22 24,64 12607 | 008 | 025 -7.06 11,43 | 606 | Richichasakteristlk 143t sich zum
Intarpotisren zwischen MaSwer.
ten und zur Darstelfung einsetzen
Ak 3 zedgh eing belisbg vorge-
gebeans, aul der Basis von B S0t
stallan daelinierta Richcharaklari-
etk Tak, 1 definiert dia zu diasar
Richtcharakteristik vorgagebensn
Eingabedaten, Tab, 2 enthdd die
Emtwicklungsroathzienten der K-
el ek tio rarn,

Tab. 2 Erdwicklungskoeffiizienten der Hugeltachenfunktionen zu der
Richlcharakiensis in Abb, 3

Cias Spektrum einer Richicharak-
teristik kann in numerischen Be-
rachnungsvaranmen des Lanm-
gchutzes dezy benutzt warden,
Hichtcharakieristiken von Funid-
sthallguelien Zu verwalen und
Richtungskorrekiuren lageabhbn-
gig Zu Derechnen.

7. Llterstur
. M1 Bronstein, Semeadjajew
Abb. 3 Darstellung einer dreidimensionalen Richtchasakteristk, interpo- LJaschentich des
Bert auf der Basis der Entwicklung nach Kugelfiachenfunktionen Mathematik®
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m| 0. Ordnung - ' 1. ﬂrdnl_mg' ' 1ﬂrdnu|q

& - s n—v:%mw =31 = cos" g sin2g) |
-1 N r‘ﬁ ti-mu*ai ﬁn.p Yo =Yos 8, 9) = Scos 8.[1 — tﬂ?ﬂlhp .
0¥y =Ya 8, g) = 1|V, _[=?+1{9?J'=W'3 g'ﬂa{ﬁﬂ"?l?mt'ﬂ"ﬂ '
b1 Yy = Y1) 0, ) = [1 = cos” 9] cosp [y = Y1} (8, ) = 3 coss [t — cost 9] ™ cosa |-
e T 05" 6] Gos(Z )

_ f;ﬁﬂmﬁ-rn -

Abb. 2 Dmmhmdﬁﬂmdwmﬂhmhhwmwmm&yﬂmda&mgﬂm
funitionsn. {das Vorzeichen in den einzelnen Bereichen ist durch ein "+ bzw, *7 angedeuts)

ﬂHEmuﬂmhhm.nﬁgﬁﬁmkwdmathdemDm:mgmm
‘-'t-:ﬂ;wl-f: Aﬂ'v?tﬂ.p;n mit =0, 21, 22, .., =K

mmmmmﬂW.ﬂMﬂaﬁwdmmmmmmmwwm
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Al ) “th -Pl'gnﬂnfniﬂ v}

Alle Eigenschatten der mmwn@,p}mnmmnﬂﬂmm Die Gesamiheit
dieser Koelfizienten wird ausch hief als Spektrum Si5, ) definisrt. Die Darstefiung vorr R, ) durch dag
Spektrum S(8. ) it einaindeutiy. Das Spektrurn ist mit dem index i diskret.

S(m) = An

5. Entwicklung bel abgetasteten Richicharakteristioen o
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A= Ap) inR; " brw, R Bi{flipd InBy .'-ﬂ. L&
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5.1 Wahl der Stitzatellenanzah]

Das Spekirum abgetasister Richicharakioristiken bleibt almmmmm dar Afigermainheit
richt eineindewtig, Entsprickt die Anzahl dar Stitzetallen richt der Anzahl der einer abgeschiossenan
Ordrung, lassen sich dis beteiligien Unterordnungen wilkdrich wihden. Dis Emtwickiung bleibt eindeautig im
Hinblick auf die Reproduktion der Stitzstefen aws elnem Spakirum. Aus den gegebensen Stlzstellen lasser
sich aber je nach Bateiligung der Unterordnungen verschiadena Spekiren angaben. Die Eineindeurighkelt, d.h,
mammwwmmmnmwﬁmﬂmmmmmm
wenn 1,4, 9, 16, 25 ., (Quadratzahien) Stotzstalien voriagen.



