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Einleityng und Proplemsteilung

Das Problem der (bertragung von Biegewellen auf inhomogenen Biegewel-
lenleitungen soll im folgenden auf die Berechnung der Obertragung Zwi-
schen rwel differentiellen, homogenen Leitungsstilcken zurickgefihri
werden. Es wird eip Kalkdl auf der Grundlage der Kettenmatrixzmethode
fir Biegewellznlelter /1/ vorgestellt, das besonders im Hinblick aut die
numerische Auswertung geeignet jst, Biegewellenleiter zw berechnen.

Figenwerte ynd Eigenvektoren der Kettenmatriz

Hach /1.2) wird der Biegewelienleiter nach dem drehtragen, schubelasti-
srhen BERMOULLI'sche Modell durch Gl. 1 fiir die Klemmengrifen beschrie-
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Fapt man die in 1. t enthaltenen Klemmengréfenguadrupel als Vekloren
auf. so spannen diese einen vierdimenslonalen Zustandsraum fUr Bicgawel-
len auf: jeder Punkt dieses Raumes §sT eine eindeutige Darstellung eines
méglichen MeBergebnisses des Fustandes der Leitung. Fir die Berechnung
von Leitungosphancemenen bietet sich an, das Eigenvektorsystem der in
Gl. 1 auftretenden Kettenmatriz D als Berugssystem fir die Zustands-
vektoren Zu benutzen. =

Da diese Eigenvekloren weder erthegonal noch normiert sind, ist es er-
forderlich, das kontragrediente Bezugssystem vollstindig zu bestimmen,
iSishe z.B. /3/ zur Darstellung von Yektoren in allgemeinen schisfwinkli-
gen Bezugssystemen.l Im Sinne der Ubersichtlichkeit ist es worteilhaft,
die Vektoren in diesem Raum in der sogenannien bra-ket-Schreibweise zu
notieran. Im folgenden bedeutet |8 einen {ket-} Vektor im kogredienien
Basisswstem, %E einen {(bra-i vekfor im kontragredientan Basissystem.
by bz ist das Skalarprodukl zwischen zwel Vektoren,

Wit dieser Schrelbweise kann G1. 1 wie folgt formullert werden:

|Blxsdxlpe D | blx) (2

Das £:-ﬁﬂnvekmrsy5tem |-:> der Matrix 0 wird hier #ls kogrediente Basis
eingeflhrt, Fs fst bestismt Gl 3

g leiy = Al (3]

Die Eigenwerte j hingen mit den beiden Wellenzahlen € und 7 der Biege-
wellen iber G1. 4 Zusammen,

hyw 1- £dx }tg == 1+ €dk }13 = 1- gdx ha = 1+ gpdx i)

Rejde Wellenzahlen sind reell, wenn die reziproke Wellenzahl der Scher-
welle k kleiner ist als der Tridgheltsradius des Balkenquerschnitts,
const ist € reell und 7 imagindr, Die vier Eigenvekioren beschreiben die
vier unebhingig ausbreitungsfahigen Biegewellen. Die Eigenvektoren 1
und 2 bzw. 3 und 4 sind hin- und ricklaufende Wellen des gleichen Typs,
der im folgenden e-Wellemtyp bzw. f-Wellentyp genannt wird,
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Das rezliproke, kontragrediente Basissystem | Ci} gerhilt manm aus der Or-
thogonalitéitsbedingung GI. 5.

Gile) = By (5)
Eine explizite Formulierung des Eigenvektorsystems ist in f4/ angege-
an,

1. 5 bestimmt das kontragrediente Bezugssystem bis auf eine willkir-
liche Knonstante flr jeden Eigenpvektor. Man kann beispielsweise dle Kon-
stanten so festlegen, daP die Kraftkomponenten der kogredienten Basis
gerade 1 werden. Dann fihri die Darstellung eines Tustandsvekiors 'I:-}
in GI. & in bezug zur kogredienten Basis zu Amplituden by, cie In Kraft-
einheiten gemessen werden,

q i
B> = £ &eai|® |ked = I wdiked (51
Das sich ergebende Bezugssystem wird als "kraftbezogen” bezeichnet L
durch Jen Index unten links angezelgt.

Eine Festlegung der Konstanten durch Funktionazle der Klemmengroben 15t
ebenfalls miglich. W&hlt man die Konstanten 50, dal der Energiesinflub
Ny flr jeden kogredienten Basisvektor gerade die Leistungseinheit ist,
wird das Bozugssystem “lelstungshezogen” genannt.
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Wiederholt man die Multiplikatian van Gl. 7 saquentiell mit allen Vekto-
ren ¢y , 50 erhdlt man einen Satz von Gleichungen, der in der folgenden
Matrizengleichung zusammengefalt wird, die die Amplituden £b im Lei-
tungsstick g mit den Amplituden Fb in Leitungsstick pverknupft,

Bo = B 5 b mit Heeij = <ﬁf1| KCip .

B¥ ¢ yarkoppelt dle in p hin- und rlicklaufenden Wellen des €- und des
nTyDs mit den jeweiliger hin- und ricklaufenden Wellen in w Betrachiet
man eine in g hinlaufende e-Weile als einlaufende Welle, wird nach
MaBgabe von FPG in die ricklaufende - und 7-Welle Lo preflektiert und
in die in g niniTufende &- und m-Wellen transmittiert,

Fir den Fall elner einlau- ? I LT J—

fenden €-kWelle <ind -]
daher # Aeftexions- und 2 - -
Transmissionskoeffizien- e
ten zu bestimmen, Einen

entsprechenden Satz van __,,,-j H,,ﬁgh-:::*uﬁ:-_

Fopffizlenten erhall man ) -:||===—|-=°' e =
fir eine einlaufende H - u T

7 -Welle. In Abbk. "1 sing
die 4 Reflexitonskoeffi-
zlenten B und die & Trans.
missionskoeffizienten T
rusamuengefadgt. Der
srste Index rechts kenn-
zeichnet den einlaufenden
Wellentyp, der zuWeite
[ndex rechts den zWweiten
beteifigten Wellentyp.
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20 kHz lst nur die . .
lﬁnrﬂ.gun? ainer. e-Welle Abb. 2 Reflexlon und Transmission #dr die
a

als einlaufende Welle puarkraft und fhr die Wirkleistung an
magltch, weil fir den der Koppelstelle zweier Biegewsllen-
ferugswellenleiter Dot lelter in Abhdnoigkeit vom Verhdltnis
20 kHz die Wellenzanhl 7 threr Hohen (20 kHZ)
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imagindgr, der W-Typ
daher keine Leistung lber-
tragen kann,

Abb, ? zelgt die Real-
bzw. Imagindrteile der
feflexions- und Transmis-
sjonskneffizienten fir
die Querkraft wund den
Energiefluf. Das Grenzfla-
chenverhalten dndert
stch sprunghaft, sobald
im angeschlossenen Wel-
lenleiter elne Profilhihe
erretcht wird, won der ab
in diesem Wellenleiter
auch mn-Kellen zum Ener-
giefluf beiftragen kinnen
(hihg=0,469%.

Fiir die gleiche Gremnz-
fliche 1st in Abb. 3 fur
pine elnlaufende €-Welle
end inm Abb. 4 Tér elne
gintaufende wn-Welle der
fnergieflult bei einer Be-
triebsfrequenzs van
B} kHz dargestellt. Beson-
ders interessant ist in
Abb. 3 die nahezu wvoll-
standige Reflexion der
J-Welle in die ricklav-
fende E=Welle umnd in
Abb. 4 der auftretende ab-
rupta Ubergang von Lei-
stungsreflexion zu Lei-
stungstransmission,
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Abbk. 3 Reflexion und Transmission fur die
Wirkleistung an der Koppelstelle rwel-
er Blegewellantelter in Abhdngigkeis
vom Yerhdltnis (hrer Hoéhen (60 kHzl
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